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ΠǼΜΠΣǾ 13 ΙΟΤΝΙΟΤ  2013 
 ǼΞǼΣǹǽΟΜǼΝΟ ΜǹΘǾΜǹ: 

ΜǹΘǾΜǹΣΙΚǹ ΘǼΣΙΚǾ΢  ΚǹΙ  ΣǼΧΝΟΛΟΓΙΚǾ΢  ΚǹΣǼΤΘΤΝ΢Ǿ΢  
΢ΤΝΟΛΟ ΢ǼΛΙǻΩΝ: ΠǼΝΣǼ (5) 

 

 

ΘǼΜǹ ǹ 

A1. ǹȞ  ȝȚα  ıυȞȐȡĲȘıȘ  f  İȓȞαȚ  παȡαȖȦȖȓıȚȝȘ  ıİ  ȑȞα  ıȘȝİȓȠ  0x ,  Ȟα  

απȠįİȓȟİĲİ  ȩĲȚ Ș f  İȓȞαȚ  ıυȞİȤȒȢ  ıĲȠ ıȘȝİȓȠ αυĲȩ.    
ΜκθΪįİμ 7 

A2. ȃα  įȚαĲυπȫıİĲİ ĲȠ  șİȫȡȘȝα  ĲȠυ Fermat.  

ΜκθΪįİμ  4 

A3. ΈıĲȦ  ȝȚα  ıυȞȐȡĲȘıȘ  f  ȠȡȚıȝȑȞȘ  ıİ ȑȞα  įȚȐıĲȘȝα  Δ. ΠȠȚα  ıȘȝİȓα  

ȜȑȖȠȞĲαȚ  țȡȓıȚȝα  ıȘȝİȓα  ĲȘȢ f ;  
ΜκθΪįİμ  4 

A4. Να  χαȡαțĲȘȡȓıİĲİ  ĲȚȢ  πȡȠĲȐıİȚȢ  πȠυ  αțȠȜȠυșȠȪȞ ,  γȡȐφȠȞĲαȢ  ıĲȠ  

ĲİĲȡȐįȚȩ  ıαȢ  įȓπȜα  ıĲȠ  γȡȐȝȝα  πȠυ  αȞĲȚıĲȠȚχİȓ  ıİ  țȐșİ  πȡȩĲαıȘ  ĲȘ  

ȜȑȟȘ  ΣωıĲό,  αȞ Ș  πȡȩĲαıȘ  İȓȞαȚ  ıωıĲȒ,  Ȓ  Λάθος ,  αȞ  Ș  πȡȩĲαıȘ  İȓȞαȚ 
ȜαȞșαıȝȑȞȘ .  

α) ΓȚα ȠπȠȚȠȞįȒπȠĲİ  ȝȚȖαįȚțȩ αȡȚșȝȩ  z ȚıȤȪİȚ   z z= −  

(ȝȠȞȐįİȢ 2) 

ί) ǹȞ  ȝȚα  ıυȞȐȡĲȘıȘ  f  İȓȞαȚ  1−1 ıĲȠ  πİįȓȠ ȠȡȚıȝȠȪ ĲȘȢ,  ĲȩĲİ 
υπȐȡȤȠυȞ  ıȘȝİȓα ĲȘȢ ȖȡαφȚțȒȢ  παȡȐıĲαıȘȢ ĲȘȢ f  ȝİ  ĲȘȞ  ȓįȚα 
ĲİĲαȖȝȑȞȘ .  

(ȝȠȞȐįİȢ 2) 

ΰ) ǹȞ  ( )
0x x

lim f x→ = −∞  ,   ĲȩĲİ   ( )( )
0x x

lim f x→ − = +∞    

(ȝȠȞȐįİȢ 2) 

į) ΓȚα  įȪȠ  ȠπȠȚİıįȒπȠĲİ  ıυȞαȡĲȒıİȚȢ f , g  παȡαȖȦȖȓıȚȝİȢ  ıĲȠ  0x  

ȚıȤȪİȚ :  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0f g x f x g x f x g x′ ′ ′= −  

(ȝȠȞȐįİȢ 2) 
 

İ) ǹȞ  ȝȚα  ıυȞȐȡĲȘıȘ f  İȓȞαȚ  ıυȞİȤȒȢ  ıİ  ȑȞα  įȚȐıĲȘȝα  Δ  țαȚ  įİȞ  

ȝȘįİȞȓȗİĲαȚ  ıİ αυĲȩ , ĲȩĲİ  Ș f  įȚαĲȘȡİȓ  πȡȩıȘȝȠ ıĲȠ  įȚȐıĲȘȝα  Δ.  
(ȝȠȞȐįİȢ 2) 

ΜκθΪįİμ 10 
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ΘǼΜǹ Ǻ 
 
ΘİȦȡȠȪȝİ ĲȠυȢ ȝȚȖαįȚțȠȪȢ αȡȚșȝȠȪȢ z, w  ȖȚα ĲȠυȢ ȠπȠȓȠυȢ Ș İȟȓıȦıȘ 

22x w 4 3i x 2 z , x− − − = − ∈  

ȑȤİȚ ȝȚα įȚπȜȒ ȡȓȗα, ĲȘȞ x 1=  

B1. ȃα απȠįİȓȟİĲİ ȩĲȚ Ƞ ȖİȦȝİĲȡȚțȩȢ ĲȩπȠȢ ĲȦȞ İȚțȩȞȦȞ ĲȦȞ z  ıĲȠ ȝȚȖαįȚțȩ 

İπȓπİįȠ İȓȞαȚ țȪțȜȠȢ ȝİ țȑȞĲȡȠ ĲȘȞ αȡȤȒ ĲȦȞ αȟȩȞȦȞ  țαȚ αțĲȓȞα 1 1,ρ =  

țαșȫȢ İπȓıȘȢ ȩĲȚ Ƞ ȖİȦȝİĲȡȚțȩȢ ĲȩπȠȢ ĲȦȞ İȚțȩȞȦȞ ĲȦȞ w  ıĲȠ ȝȚȖαįȚțȩ 

İπȓπİįȠ İȓȞαȚ țȪțȜȠȢ ȝİ țȑȞĲȡȠ Κ(4,3) țαȚ αțĲȓȞα 2 4ρ =   

ΜκθΪįİμ 8 

B2. Nα απȠįİȓȟİĲİ ȩĲȚ υπȐȡȤİȚ ȝȠȞαįȚțȩȢ ȝȚȖαįȚțȩȢ αȡȚșȝȩȢ, Ș İȚțȩȞα ĲȠυ 

ȠπȠȓȠυ αȞȒțİȚ țαȚ ıĲȠυȢ įȪȠ παȡαπȐȞȦ ȖİȦȝİĲȡȚțȠȪȢ ĲȩπȠυȢ. 

ΜκθΪįİμ 5 

B3. ΓȚα ĲȠυȢ παȡαπȐȞȦ ȝȚȖαįȚțȠȪȢ αȡȚșȝȠȪȢ z , w  ĲȠυ İȡȦĲȒȝαĲȠȢ Ǻ1 Ȟα 

απȠįİȓȟİĲİ ȩĲȚ: 

z w 10− ≤    țαȚ  z w 10+ ≤  

ΜκθΪįİμ 6 

B4. ǹπȩ ĲȠυȢ παȡαπȐȞȦ ȝȚȖαįȚțȠȪȢ αȡȚșȝȠȪȢ z  ĲȠυ İȡȦĲȒȝαĲȠȢ Ǻ1 Ȟα 

ȕȡİȓĲİ İțİȓȞȠυȢ, ȖȚα ĲȠυȢ ȠπȠȓȠυȢ ȚıȤȪİȚ: 

22z 3z 2zz 5− − =  

ΜκθΪįİμ 6 

ΘǼΜǹ Γ 
 

ΈıĲȦ  Ș  παȡαȖȦȖȓıȚȝȘ  ıυȞȐȡĲȘıȘ  f : →   ȖȚα  ĲȘȞ  ȠπȠȓα  ȚıȤȪȠυȞ :  

•  ( ) ( )22x f x x f (x) 3 f (x)′ ′+ − = −   ȖȚα  țȐșİ  x ∈  

•  ( ) 1
f 1

2
=  
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Γ1. ȃα απȠįİȓȟİĲİ ȩĲȚ:  

 ( ) 3

2

x
f x ,

x 1
= +     x ∈   

țαȚ  ıĲȘ  ıυȞȑȤİȚα  ȩĲȚ  Ș  ıυȞȐȡĲȘıȘ  f  İȓȞαȚ  ȖȞȘıȓȦȢ  αȪȟȠυıα  ıĲȠ    

ΜκθΪįİμ 6 

Γ2. ȃα ȕȡİȓĲİ ĲȚȢ αıȪȝπĲȦĲİȢ ĲȘȢ ȖȡαφȚțȒȢ παȡȐıĲαıȘȢ ĲȘȢ ıυȞȐȡĲȘıȘȢ  f  

ĲȠυ İȡȦĲȒȝαĲȠȢ Γ1. 

ΜκθΪįİμ 4 

Γ3. ȃα ȜȪıİĲİ ıĲȠ ıȪȞȠȜȠ ĲȦȞ πȡαȖȝαĲȚțȫȞ αȡȚșȝȫȞ ĲȘȞ αȞȓıȦıȘ:  

( ) ( )2 3 2 2f 5(x 1) 8 f 8(x 1)+ − ≤ +  

ΜκθΪįİμ 7 

Γ4. ȃα απȠįİȓȟİĲİ ȩĲȚ υπȐȡȤİȚ ȑȞα, ĲȠυȜȐȤȚıĲȠȞ, ( )0, 1ξ∈  ĲȑĲȠȚȠ, ȫıĲİ: 

( ) ( ) ( )3

2 3

0

f t dt 3 1 f

−ξ ξ
= −ξ ξ − ξ − ξ∫  

ΜκθΪįİμ 8 

 

ΘǼΜǹ ǻ  

ΔȓȞİĲαȚ ıυȞȐȡĲȘıȘ [ )f : 0, + ∞ →   įȪȠ φȠȡȑȢ παȡαȖȦȖȓıȚȝȘ, ȝİ ıυȞİȤȒ 

įİȪĲİȡȘ παȡȐȖȦȖȠ ıĲȠ [ )0, + ∞ , ȖȚα ĲȘȞ ȠπȠȓα ȚıȤȪȠυȞ: 

 

• ( ) ( )( )( )
x 2

1

u

1

f t 1
f x x dt du

f t

⎛ ⎞′ −⎜ ⎟= + ⎜ ⎟⎝ ⎠∫ ∫   ȖȚα țȐșİ x 0>  

• ( ) ( )f x f x 0′ ≠   ȖȚα țȐșİ x 0>    țαȚ  ( )f 0 0=  

ΘİȦȡȠȪȝİ İπȓıȘȢ ĲȚȢ ıυȞαȡĲȒıİȚȢ:  

( )( )f x
g(x)

f x

′=    ȝİ  x 0>    țαȚ   ( ) ( )( )3

h x f x′=  με x 0≥  
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ǻ1. Nα απȠįİȓȟİĲİ ȩĲȚ:   

( ) ( ) ( )( )2

f x f x 1 f x′′ ′+ =  ȖȚα țȐșİ x 0>  

ΜκθΪįİμ 4 

ǻ2. α. ȃα ȕȡİȓĲİ ĲȠ πȡȩıȘȝȠ ĲȦȞ ıυȞαȡĲȒıİȦȞ f  țαȚ f′   ıĲȠ  ( )0, + ∞  

(ȝȠȞȐįİȢ 4) 

ί. ȃα απȠįİȓȟİĲİ ȩĲȚ ( )f 0 1′ =  

(ȝȠȞȐįİȢ 3) 

ΜκθΪįİμ 7 

ǻ3. ΔİįȠȝȑȞȠυ ȩĲȚ Ș ıυȞȐȡĲȘıȘ g  İȓȞαȚ țυȡĲȒ ıĲȠ ( )0, ,+ ∞  Ȟα απȠįİȓȟİĲİ 
ȩĲȚ:   

 α. ( )g x 2 x≥ −    ȖȚα țȐșİ  x∈ ( )0, + ∞  

(ȝȠȞȐįİȢ 2) 

ί.   ( ) ( )1

0

2 x f x dx 1− <∫  

(ȝȠȞȐįİȢ 4) 

ΜκθΪįİμ 6 

 

ǻ4. ȃα ȕȡİȓĲİ ĲȠ İȝȕαįȩȞ ĲȠυ ȤȦȡȓȠυ πȠυ πİȡȚțȜİȓİĲαȚ απȩ ĲȘ ȖȡαφȚțȒ 

παȡȐıĲαıȘ ĲȘȢ ıυȞȐȡĲȘıȘȢ h , ĲȠȞ ȐȟȠȞα x x′  țαȚ ĲȚȢ İυșİȓİȢ x 0=  țαȚ  

x 1=  

ΜκθΪįİμ 8 
 

 

 

ΟǻǾΓΙǼ΢  (ΰια Ĳκυμ  İιİĲαακηΫθκυμ) 
 

1.  ȈĲȠ  İȟȫφυȜȜȠ  ĲȠυ  ĲİĲȡαįȓȠυ  Ȟα  ȖȡȐȥİĲİ  ĲȠ  İȟİĲαȗȩȝİȞȠ  ȝȐșȘȝα .  ȈĲȠ  
İıȫφυȜȜȠ  πȐȞȦ -πȐȞȦ  Ȟα  ıυȝπȜȘȡȫıİĲİ  Ĳα  αĲȠȝȚțȐ  ıĲȠȚȤİȓα  ȝαșȘĲȒ .  
ȈĲȘȞ  αȡȤȒ  ĲȦȞ  απαȞĲȒıİȫȞ  ıαȢ  Ȟα  ȖȡȐȥİĲİ  πȐȞȦ -πȐȞȦ  ĲȘȞ  
ȘȝİȡȠȝȘȞȓα  țαȚ  ĲȠ  İȟİĲαȗȩȝİȞȠ  ȝȐșȘȝα .  ȃα  ȝȘȞ  αȞĲȚȖȡȐȥİĲİ  Ĳα  
șȑȝαĲα  ıĲȠ  ĲİĲȡȐįȚȠ  țαȚ  θα  ηβθ  ΰλΪψİĲİ  πȠυșİȞȐ  ıĲȚȢ  απαȞĲȒıİȚȢ  
ıαȢ  ĲȠ  ȩȞȠȝȐ  ıαȢ .  

2. ȃα ȖȡȐȥİĲİ ĲȠ ȠȞȠȝαĲİπȫȞυȝȩ ıαȢ ıĲȠ πȐȞȦ ȝȑȡȠȢ ĲȦȞ φȦĲȠαȞĲȚȖȡȐφȦȞ 
αȝȑıȦȢ ȝȩȜȚȢ ıαȢ παȡαįȠșȠȪȞ. ȉυȤȩȞ ıȘȝİȚȫıİȚȢ ıαȢ πȐȞȦ ıĲα șȑȝαĲα 
įİȞ șα ȕαșȝȠȜȠȖȘșȠȪȞ ıİ țαȝȓα πİȡȓπĲȦıȘ. ΚαĲȐ  ĲȘȞ  απȠȤȫȡȘıȒ  ıαȢ  
Ȟα  παȡαįȫıİĲİ  ȝαȗȓ  ȝİ  ĲȠ  ĲİĲȡȐįȚȠ  țαȚ  Ĳα  φȦĲȠαȞĲȓȖȡαφα .  



ΑƕΧΗ 5ΗƗ ƗΕƏΙ∆ΑƗ – Γ΄ ΗƐΕƕΗƗΙΩƑ  
 

 

ƘΕƏƓƗ 5ΗƗ ΑƔƓ 5 ƗΕƏΙ∆ΕƗ 

3. ȃα  απαȞĲȒıİĲİ  ıĲκ  ĲİĲλΪįιό  ıαμ  ıİ  ȩȜα  Ĳα  șȑȝαĲα  ηόθκ  ȝİ  ȝπȜİ  Ȓ  
ηόθκ  ȝİ  ȝαȪȡȠ  ıĲυȜȩ  ȝİ  ȝİȜȐȞȚ  πȠυ  įİȞ  ıȕȒȞİȚ .  ȂȠȜȪȕȚ  İπȚĲȡȑπİĲαȚ ,  
țαȚ  ȝȩȞȠ  ȖȚα  πȓȞαțİȢ ,  įȚαȖȡȐȝȝαĲα  țȜπ .  

4. ΚȐșİ  απȐȞĲȘıȘ  İπȚıĲȘȝȠȞȚțȐ  ĲİțȝȘȡȚȦȝȑȞȘ  İȓȞαȚ  απȠįİțĲȒ .  
5. ΔȚȐȡțİȚα  İȟȑĲαıȘȢ :  ĲȡİȚȢ  (3)  ȫȡİȢ  ȝİĲȐ  ĲȘ  įȚαȞȠȝȒ  ĲȦȞ  

φȦĲȠαȞĲȚȖȡȐφȦȞ .  
6. ΧȡȩȞȠȢ  įυȞαĲȒȢ  απȠȤȫȡȘıȘȢ :  18:00  
 
 
 

KǹΛǾ  ǼΠΙΣΤΧΙǹ   
 

ΣǼΛΟ΢ ΜǾΝΤΜǹΣΟ΢  

 


